第一章.波动方程 


§1方程的导出。定解条件 

1. 细杆（或弹簧）受某种外界原因而产生纵向振动，以 U(x，t) 表示静止时在 X 点处的点 
在时刻 t 离开原来位置的偏移，假设振动过程发生的张力服从虎克定律，试证明满足 

方程 
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其中 P 为杆的密度，£为杨氏模量。 

证： 在杆上任取一段，其中两端于静止时的坐标分别为与 JC+Ax。 现在计算这段杆 
在时刻〖的相对伸长。在时刻〖这段杆两端的坐标分 别为： 

x + u(xj);x + Ax + u(x + Ax,t) 

其相对伸长等于 [心+ * + ㈣ ]-_⑽]兔 心 +㈣ 

Ax 

令取极限得在点％的相对伸长为 ( x，o 。由虎克定律，张力 r(x，o 等于 

T(x,t) = E(x)u x (x,t) 

其中 E(x) 是在点 x 的杨氏模量。 

设杆的横截面面积为 S(x\ 则作用在杆段 Cx， x + Ax) 两端的力分别为 


E ( x ) S ( x ) u x ( x , t )\ E{x + Ax ) S(x + Ax ) u x (x + Ax , t ). 


于是得运动方程 p ( x ) s ( x )- Ax - u tt ( x , t ) = ESu x (x + Ax ) l x+ ^ - ESu x ( x ) I 

利用微分中值定理，消去 Ax:， 再令 Ax — 0得 
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p { x ) s { x ) u tt = — (ESu 
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若常量，则得 


d 2 u 


PM 


dt 
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即得所证。 

2. 在杆纵向振动时，假设 (1) 端点固定， （2) 端点自由， （3) 端点固定在弹性支承上，试 
分别导出这三种情况下所对应的边界条件。 

解： （1) 杆的两端被固定在 x = 0 ,x = l 两点则相应的边界条件为 


1 


m ( 0 , t ) = 0 , w (/,0 = 0 . 


(2) 若 jc = / 为自由端，则杆在 jc = / 的张力 T ( l , t ) = E ( x ) 


du 

dx 


A . =/ 等于零，因此相应 


的边界条件为 


du 

dx 


X=i 
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同理，若 X = 0 为自由端，则相应的边界条件为 


du 

dx 




(3) 若 ； c = / 端固定在弹性支承上，而弹性支承固定于某点，且该点离开原来位置的 
偏移由函数 vO ) 给出，则在又=/端支承的伸长为 </，0_ v (0。 由虎克定律有 


E 


du 
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其中为支承的刚度系数。由此得边界条件 


du 

dx 


+ ou ) 


X=i 


fit ) 其中 cr 
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特别地，若支承固定于一定点上，则 v ( r ) = 0, 得边界条件 


du 

dx 


+ cm) 
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0 
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同理，若 ； c = 0 端固定在弹性支承上，则得边界条件 


E 


du 


dx 


x=0 




k [ u (0, t )- v ( t )] 


即 


du 

dx 


cm) 


x=0 


fit). 


3 •试证 •• 圆锥形枢 轴的纵 振动方程为 




其中 / z 为圆锥的高(如图 1) 

证： 如图，不妨设枢轴底面的半径为1，则 JC 
点处截面的半径/ 为： 


1=1 


X 

h 


又、2 


所以截面积4为=兀(1 — _ ) Z 。 利用第1题，得 

h 


p ( x )/ r(l - -) 


x、2 3 2 u d …〜 x , du 






h dt 2 dx ^ h dx 


若五 ( x ) = 五为常量，则得 


d … x , du ^ ^ x 、 2 d 2 u 


ox 


h ， ax ] = M1 ]) Y 


4. 绝对柔软逐条而均匀的弦线有一端固定，在它本身重力作用下，此线处于铅垂平衡 
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位置，试导出此线的微小横振动方程。 

解： 如图2,设弦长为/,弦的线密度为 p， 则; c 点处的张力 ro) 为 

T { x ) = pg { l - x ) 

且 ro) 的方向总是沿着弦在点处的切线方向。仍以<义^>表示弦上各点在时刻 r 沿垂直 
于; c 轴方向的位移，取弦段 u x + Ax), 则弦段两端张力在^轴方向的投影分别为 

/^(/ - x ) sin ^( x );/^(/ -(x + Ax )) sin^(x + Ax ) 


其中沒 OO 表示 ro) 方向与 x 轴的夹角 


又 

于是得运动方程 


^md ^tgd 


du 

dx . 


A d 2 u r1 , A . 门 飞 du i 

P^^TY = U ~( X ^ I x+AxPS ~U ~ X ]— I xPS 

dt ox dx 

利用微分中值定理，消去 Ajc ， 再令 Ax — 0得 

3 2 u d du 

dt ox ox 


5. 验证 u ( x , y , t ) 


t 2 - x 2 - y 2 


在锥 P-x 2 -}； 2 >0 中都满足波动方程 


d 2 u d 2 u d 2 u 

醜咖 ，#) 


t 2 - x 2 - y 2 


在锥 P- jc 2 -/>0 内对变量 


x ， y ， ^ 有 


阶连续偏导数。且 


du 

dt 


-{ t 2 - x 2 - y 2 ) 2 


d 2 u 
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-{t - x - y ) z -\- 3 (t - x - y 


2 一 2 一 2、 2 .,2 


{ t 1 - x 1 - y 2 ) 2 -( 2 t 2 + x 2 + y 2 ) 


du 

dx 


2 _ 2 _, 2 . 2 . 


(t -x -y 
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^ =(t 2 -x 2 -y 2 ) J 2^3(t 2 -x 2 -y 2 ) J 2x 2 


dx 2 


同理 


= ,t 2 -x 2 -y 2 r2[t 2 + 2x 


2 -y 2 


d 2 u 
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dy 


2 


= ^ 2 -x 2 -y 2 2 t 2 -x 2 + 2y 2 


所以 




dx 1 dy 


2 


= i/ 2 -x 2 -y 2 ) 2 2t 2 +x 2 + y 2 


d 2 u 


dt 


2 


即得所证。 

6. 在单性杆纵振动时，若考虑摩阻的影响，并设摩阻力密度涵数(即单位质量所受的摩阻力） 
与杆件在该点的速度大小成正比(比例系数设为 b )， 但方向相反，试导出这时位移函数所满足 
的微分方程. 

m ： 利用第1题的推导，由题意知此时尚须考虑杆段 G ， jc + ax ) 上所受的摩阻九由题设， 


单位质量所受摩阻力为 - 办，，故上所受摩阻力为 

dt 


b. Ax 


du 

~dt 


运动方 程为: 




d 2 u 


dt 
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ES 


’du 、 

du 


x+Ax ~ 匕匕 

OX 


x-b. p{x)s{x)^x 


du 

dt 


利用微分中值定理，消去 Ajc ， 再令 Ax — O 得 


p{x)s{x) 


d 2 u 


dt 
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^{ es ^ 

dx V dx 


Z7yC>(x)^(x) 


du 
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若 〆 x )= 常数，则得 



若 p(x)= p 是常量，五 ㈠ = 五也是常量•令 a 2 = 互， 则得方程 

P 


d 2 u 
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du 2 
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§2 达朗贝尔公式、波的传柿 

1. 证明方程 
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的通解可以写成 



F { x - at ) + G(x - {- at ) 

h-x 


其中 F ， G 为任意的单变量可微函数，并由此求解它的初值 问题: 


t = 0 :u 



解： 令 (/z —= v 则 


(h 


\du dv 

— x ) — — a -\ - 

dx dx 


，( h-xf 


du 

dx 



d _ 

dx 


[(h — x ) 2 


du 

dx 


又 

代入原方程，得 




-{u^)Hh-x) d -^Hh-x^ d ^ 
dx dx dx 




( h - x){u + 


{ h - x ) 


d 2 u 
~ dt ^ 


dt ^ 


{ h - x ) 


d 2 v 

a ? 


{h-x) 


dt^ 


即 


a 2 v _ l a 2 v 
由波动方程通解表达式得 


v ( x , t ) = F { x - at)-\r G(x + at ) 


所以 



F { x - at ) + G(x + at ) 
( h - x ) 


为原方程的通解 
由初始条件得 



⑴ 



X 


所以 


F(x)-G(x) = — J (a - h)y/(a)da + c 


⑵ 


由 (1),(2 ) 两式解出 


1 1 C 

p(x) = -{h- x)cp{x) H - (a- h)y/{a)da + — 


1 i c 

G(x) = -{h- x)(p{x) - {pc - h)y/{a)da + — 

2 2a 2 


所以 


u(x ， t) = - [(h-x + at)cp(x -at) + {h- x- at)(p(x + at)] 

2(h - x) 


丄 rx+at 

+- (h- a)y/( a)da 

2a(h - x) Jx ~ at 


x-at 


即为初值问题的解散。 

2. 问初始条件 p(x) 与 v(x) 满足怎样的条件时，齐次波动方程初值问题的解仅由右传 
播波组成？ 

解： 波动方程的通解为 

u=F(x-at)+G(x+at) 

其中 F ， G 由初始条件与决定。初值问题的解仅由右传播组成，必须且只须对 


于任何又， f 有 G(x+at) 三常数 • 


即对任何 X ， G(x) = C 


0 


又 


1 1 rx C 

G (x) = — cp(^x) H - y/i^cc^dcc - 

2 2a Jx o 2a 


所以 cp{x), y/{x ) 应满足 


cp{x) + — y/(a)da = C l ( 常数） 

a Jx o 

或 (p \x)+ — y/{x) =0 

a 

3 . 利用传播波法，求解波动方程的特征问题（又称古尔沙问题 ) 


8 2 u 2 3 2 u 


8t 


^ \x-at=0 
U \x + at=0 = 


dx 2 

vO). 


(姻 =_)) 
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解： u(x,t)=F(x-at)+G(x+at) 

令 x-at=0 得 cp ( x)=F (0) +G (2x) 


令 x+at=0 得 y /{ x ) =F (2x) +G(0) 


所以 




F(x)= y/(-) -G(0). 

G (x) =( p (-) -F(0). 

F (0) +G(0)= ^(0) = y/(0) 


所以 


,x + at^ ,x-at 、 
u(x,t)= cp( — ^― ) + y/(—^—) - ^(0) 


即为古尔沙问题的解。 

4. 对非齐次波动方程的初值问题 


d 2 u 


d 2 u 


dt 2 dx 2 


f ( x , t ) (t > 0 ,-oo < X < + 00 ) 


du 


t = 0 ,u = ( p { x ), —— = y /( x ) (-oo < x < + co ) 

dt 


证明: 


(1) 如果初始条件在 x 轴的区间 [ x p x 2 ] 上发生变化，那末对应的解在区间 


x 2 ]的影响区域以外不发生 变化; 


(2) 在 x 轴区间 ] 上所给的初始条件唯一地确定区间 [ x p x 2 ] W 决定区 


域中解的数值。 

证： （1) 非齐次方程初值问题的解为 


1 1 rx+at 

u(x ， t)= — [ cp ( x - at ) + cp(x + at )] H - 

2 2 a Jx ~ at 


y/(a)da + 


1 ^ 

cx^ra(t-r) 

+ —— f{^r)d^dr. 

2 a l ’ 


当初始条件发生变化时，仅仅引起以上表达式的前两项发生变化，即仅仅影晌到相应齐 
次方程初值的解。 

当 ( p { x \ y /( x ) 在 [七 x 2 ] 上发生变化，若对任何 t>0, 有 x + at < Xi 或 x-at>x 2 ，贝 ij 区间 [x-at ， x+at] 


整个落在区间 [ 七， x 2 ] 之外，由解的表达式知 u(x,t) 不发生变化，即对 t>0, 当 x<x i -at 或 x>x 2 +at, 


也就是 （ x ， t ) 落在区间[七，七]的影响域 


x t - at < x < x 2 + at (t > 0) 
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之外，解 u(x ， t) 不发生变化。 （1) 得证。 


(2). 区间 [ XpXj 的决定区域为 + at < x < x 2 - at 

在其中任给 ( x , t ) ，则 

x x < x - at < x + at < x 2 

故区间 [ x - at ， x + at ] 完全落在区间 [& ， x 2 ] 中。因此 [& ， x 2 ] 上所给的初绐 

条件奴 x )，^/(; c ) 代入达朗贝尔公式唯一地确定出 u ( x ， t ) 的数值。 

5. 若电报方程 

u xx = CLu n + ( C 7? + LG ) u t + GRu 

( C ， L ，/?， G 为常数)具体形如 

u { x , t )~ ju ( t ) f { x - at ) 

的解（称为阻碍尼波），问此时 C ， L ，7 ?，G 之间应成立什么关系？ 

解 u ( x ， t )= ju { t ) f { x - at ) 

u t = - at )- aju ( t ) f f {x - at ) 

u tt = — at) — 2aju r {t)f r {x — at)+a 2 ju{t)f rr {x — at) 

代入方程，得 

[ cLa 2 - l )//( f )/"( x - at )-{2 aCLjU f { t ) + a{CR + LG ) ju { t )) f r ( x - at ) 
+ ( CL ^( t ) + (CR + LG )//( f ) + G 功 ))+ GRju ( t ) f ( x - at ) = 0 

由于 / 是任意函数，故 /，/"，/" 的系数必需恒为零。即 

CLa 2 -1 = 0 

< ICL / u ^ t ) + {CR + LG ) ju ( t ) = 0 
CL / u \ t ) + {CR + LG ) J u , ( t ) + GR J u ( t ) = 0 

于是得 CL = 4 - 

a 

^ = -左 (0? + LG ) 

u { t ) 2 V ’ 

2 

/ 、 -—(CR+LG)t 

所以 u { t ) = c 0 e 2 
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代入以上方程组中最后一个方程，得 


2 


CL- — {CR + LG) 2 - — {CR + LG) 2 +GR = 0 


又 


2 


±,n l -(CR + LGf=GRCL 


即 


{CR- LG) 


2 


C G 


最后得到 - 

L R 

6. 利用波的反射法求解一端固定并伸长到无穷远处的弦振动问题 


U n =aU xx 


t=0 


44 


0 ^/( x )(0 


< x < 00 


u ( 0 , t ) = 0 (t > 0) 


解： 满足方程及初始条件的解，由达朗贝尔公式 给出: 


x-\-at 


u { x , t )- — (( p ( xat ) + cp { x - at ))-]- — y /( a)da o 

0 2 a 


x 一 at 


由题意知 cp { x \ y /{ x ) 仅在 0 


< x < 


00 上给出，为利用达朗贝尔解，必须将开 


拓到-① <; c <0 上，为此利用边值条件，得 


1 at 

- i ^( p { at ) + cp { at )) + 。 


—at 


因此对任何 （ 必须有 


cp ( at ) = -( p {- at ) 


LU 

y /{ a)da 


-at 


即 ( p { x \ 必须接奇函数开拓到 -GO 


< X < 


0 上，记开拓后的函数为平 ( JC ) 


O(x) 


( p { x ), x >0 

- ( p {- x \ x <0 


外) 


y /{ x ), x >0 

- y /{- x ), x <0 


所以 


1 1 x+at 

u { x , t )=— (( p(x + at ) + ( p { x - at )) + — y /{ a)da 

0 2 a 


x — at 
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臺 {( p{x + at ) + ( p { x - at )) + 


X 


x+at 

[ y /{ a ) da , t < —,x > 0 

a 


2 


( cp(x + at )- ( p{at - x )) + 


x—at 

x+at 


o 


2 a 


x 


at-x 


I y /{ a)da , t > —> 0 

a 


7. 求方程 = 


dt 


2 


d 2 u d z u d z u 


2 


2 


dx 2 dy z dz 


2 


2 


形如 w = /( r ，0 的解（称为球面波）其中 


r 


+/+?。 


解： u = f { r , t ) 


du du dr du r 

- zz - • - zz - - - 

dx dr dx dr x 


d 2 u 

d 2 u 

x 2 

du 



dx 2 

~ 8 r 2 


+ 一 

—— 


2 

r 

dr 

v r 

r 3 J 

/ 

d 2 u 

d 2 u 

y 

du 

i 

/ 

1 

/I 

dy 2 ' 

— dr 2 

2 

r 

n - 

dr 


r 3 1 

/ 

d 2 u 

d 2 u 

2 

Z 

du 

A 

z 2 、 

dz 2 " 

一 dr 2 

% - 

r \ 

+ .( 

~r) 

r 2 


、 

r 

r 3 


代入原方程，得 


即 

令 


d 2 u 2 『 d 2 u du ,3 


dt 


2 


2 , 2 , 2 
~ ” … x + y + z 

a + - ^ —— )] 

or or r r 


d 2 u 2 i 2 u 2 du 


dt 


2 


a ( ^ + 7 + ar 


= v ，贝 ij 


d 2 u d 2 v du 
r ―- = — -,r - Vu 


dv 


dt 


2 


dt 


2 


r^ + 2^ 




dr 


dr dr 


2 


dr 


d^v 

dr 2 


代入方程，得 v 满足 


a 2 v 2 a 2 v 
~ ^ 

dt 2 dr 2 


故得通解 v ( r ，/•) = F ( r - at ) + G(r + at ) 

戶 Jf 以 u = — [ F(r - at ) + G(r + at ) 

r 

8. 求解波动方程的初值问题 
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d 2 u d L u 


2 


< 


8t 


2 


2 


tsmx 


u 


t=o 


0, 


dx 
du 


8t 


t=o 


sinx 


解： 由非齐次方程初值问题解的公式得 


u(x,t) 


2 


X+t 1 t X+(t-T) 

sinaJa + —J J rsm^d^dr 

x-t 2() x-(?-r) 




[cos(x + t)~ cos(x-t 



t[cos(x + {t- t))- cos(x -{t- r))]dr 




smxsmt + smx 


rsm(t -r)dr 


o 


sin xsiiU + sin x[rcos(t -r) + sin(t - r)]’ 0 


= tsmx 

即 u{x,t) = t^mx 为所求的解。 
9. 求解波动方程的初值问题。 


U tt - a2u xx 


tx 


( 1+?) 2 


u L_ 


㈣=0 馮 U=^ 


x+at 


x+a(t-r) 


m ： 


u(x,t) 


2a 


x—at 


1 + a 


2 


da + 




2x2 


0 x—a(t~-T) 


(i + r) 


d^dr 


x+at 


x—at 


1 + a 


2 


da = arctg (x + at) - arctg (x - at) 


x+a(t—r) 




b , ㈣ 2 ) 2 


d^dr 


o 


r 「 _1 Y+a(t-r) 

2(1 + ^ 2 ) X ~^" r) 


dr 


T 


T 


2 ^ 1 + (x + u{t — r) 2 1 + (x + u{t — z")) 


2 


]dr 


X 


2 


-at 


x - at-u r 1 
--- —du H — 

a 2 (l + u 2 ) 2 


X 


• x + at -u 


x+at 


a 2 (l + u 2 ) 


du 
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-i x+at 

-1 r X-u 


X 


2 a 


2 


x-at 


l + U 


2 


du + 


za 


du 


X 




x—at 


l + U 


2 a 


du 


x+at 


l + U 


2 


2 a 


X {arctg(x - at ) - arctg (x + at )) + —y ^ l + (i + 故) 


2 


4 a \ + ( x - at ) 


2 


2 a 


[larctgx - arctg (x - at ) - arctg (x + at )] 


2 a 


2 


( x - at ) arctg ( x - at )- 


1 


2 a 


2 


(x + at ) arctg (x + at ) 


2 


t 1 1 l + (x + at ) 

+ — arctgx H - -In - - 

a 4 a \ + { x - at ) 


所以 


_ 2 2 

u ( x , t ) = [( x - at -2 a )arctg (x - at ) -(x + at -2 a ) 


4 a 


3 


2 


崎 (x— 


§3 混合问题的分离变量法 


1. 用分离变量法求下列问题的解: 


⑴ 


d 2 u 


d 2 u 

~dx^ 

37vc du 

丁’ ¥ 


dt 


2 


a 


2 


<u 


t =0 


sin 




=0 


x (\ - x ) (0 < x < l ) 


u (0, t ) = u ( l ， t ) = 0 


解： 边界条件齐次的且是第一类的，令 

u ( x , t ) = X ( x)T ( t ) 


得固有函数1„(» = 8111^^，且 


T n { t ) = A n cos^t + B n sm ^ t , (n = l ,2 …) 


00 


于是 u { x , t )= co 


ann ^ . ann x . nn 

s - 1 + B n sin - Osin —— x 


n= 


l 


今由始值确定常数4及5 71 ,由始值得 


00 


• 37DC 

sm -= 2^ A 

I n=\ 


.nn 
sm —— x 
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解： 边界条件齐次的，令 


u ( x , t ) = X ( x)T ( t ) 


得: 


X n + AX : 

X (0) = 0, 


XV) 


(i) 



T ,f + a 2 AX 


⑵。 


求问题 (1) 的非平凡解，分以下三种情形讨论。 
1° 2<0时，方程的通解为 


X ( x ) = C^^ x + C 2 e 


由 X (0) = 0 得 q + c 2 


由 :r(/) = o 得 




C 2 V — 儿 




解以上方程组，得 C \=0， C 2 =0, 故 A <0 时得不到非零解。 


x(l-x) = Y, 


ann ^ . nn 

- sin —— x 

T /i T 


n—\ 


所以 


1, 4 =0, 当行笑 3 


r\ / 

—— f x{l - x ) sin — xdx 

VI J / 


ann 


nn 

xcos —— x + 


l 2 


amu 


nn 


n 2 7 i 2 


.nn 
sin —— x 


2 腿 

X COS —— X 


nn 


2 

21 x • nn zr nn 、 

sm x __ cos —X ) } 0 = 

n 7 i L n n l 


21 


4/3 

)}i = ^v (1 - ( - in 


因此所求解为 


/ 、 3 a 7 r . 37 r 4/ 3 . arur • nn 

u ( x ， t ) = co s - tsm — xh - - > --- sin - ts m — x 

l l an n= i nil 
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2° 2 = 0 时，方程的通解为= q + c 2 x 

由边值又(0) = 0得4 =0,再由 ： r (/)=0 得 c 2 =0,仍得不到非零解 


3°2>0时，方程的通解为 


X ( x ) = c l cos ^[Xx + c 2 sin -yflx 


由又(0) = 0得4 =0,再由 x '(/) = o 得 

c 2 cos VX / = 0 

为了使 c 2 #0， 必须 cos ^[Jl = 0, 于是 


A = A 


2/1 + 1 


\ 2 


v 


21 


TZ 


且相应地得到 O ) = sin 


2n + l 


21 


将又代入方程 (2)， 解得 

T n (0 = A COS 


2n + l 
21 


(n = 0, l ，2...) 


(以= 0,1,2...) 


aM J rB n sin 


2 n + l 
21 


aM 


(" = 0，1，2...) 


于是 


咖， 0 = f ； ( A " cos ^ aM + B n sin _ sin % + 1 


0 


21 


21 


21 


再由始值得 


h 心 A . 2 n + l 
—x = > A n sin - 7 DC 

] ^ n 0/ 

1 n=0 U 

2/2 + 1 . 2^2 + 1 
0 = > - anB n sm - m 

h 21 21 


r\ i 

容易验证 kin ^ 瓜卜0 = 0，1，2-0构成区间[0，/]上的正交函数系 

2 / 


. 2 m + 1 . 2 n + \ 7 

sm - ;zxsm - TDcdx 


o 


21 


21 


0 当 m 矣 n 


当 m = n 


2 


麵恤与 1 


正交性，得 


A 


2 

7 


h . 2 n + l 


—xsin 


o 


21 


TDCdx 
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2 h 

Y 


21 2 n + l 

xcos - 7DC + 


(2 n + \)n 


21 


21 


2 


(2 n + \)tt 


. 2 n + l 
sin - 

21 


> 


o 


(2 n + l ) 2 7 r 2 


(-D 


n 


B n =o 


所以 


8/ z + (-1)" 2 n + l . 2 n + l 
u(x,t) = — ^ 7 - -co s - aMs m - ttx 


7r z t^(2n + l) 


2 


21 


21 


2。设弹簧一端固定，一端在外力作用下作周期振动，此时定解问题归结为 


d 2 u 


d 2 u 


a 


2 


< 


dt 2 dx 2 
u (0, t ) = 0, 

w(x,0) = ^(x,0) = 0 

dt 


u ( l ， t ) = Asincot 


求解此问题。 


m ： 边值条件是非齐次的，首先将边值条件齐次化，取 f / O ,0 = 3^ sin 放，则满 


足 


U (0， t ) = 0， U ( l ， t ) = Asm cot 


♦ u { x ， f ) = U ( x , t ) + v ( x , t ) 代入原定解问题，则 v ( x , t ) 满足 


d 2 v 2 3 z v Aco 


2 


2 


a 


dt 2 dx 2 l 

v (0,0 = 0， v (/，0 = 0 


x sin cot 


v ( x ,0) = 0 


f ⑽ =+ 


(i) 


rwr 


v ( x , t ) 满足第一类齐次边界条件，其相应固有函数为 O ) = sin — X ， (n = 0，1，2 •- •) 


故设 


v ( x ，0 = J ?；(0 sin 平 

n=l ’ 




⑵ 


2 


将方程中非齐次项 ^- xsincot 及初始条件中 - ^ X 按 “ in ^ x 卜展成级数，得 


I 


I 


Aco 2 • 00 

- xsm cot = 


• UK 


I 


^/ n (0sin- 

n—\ I 


X 


15 



其中 


fn (0 


2 

7 


Aco 


2 


0 


. .nn 7 

x sin ^ sin —— xdx 

l 


2 A co 


2 


^mcot 


H 7 l 


nn 

xcos —— x + 


l 2 


n 2 7r 2 


.nn 
sin —— x 


> 


o 


sincot- — 


X 


nn 


l 


00 


Y^n 


.nn 
sin —— x 


n— 


其中 


Vn 


2 r Aco 2 . nn y 2 Aco / 
- xsm —— xdx = - (-1) 


o 


l 


nn 


将⑵代入问题 (1)， 得 7；( r ) 满足 


；(0 + 


an n 


v 


2 


n 


2 

w = 2 A ^ ( _ 1)W+1 


^mcot 


rur 


7； ⑼ = 0, 7： ⑼ = ^(-1) 


n 


nn 


解方程，得通解 7；( r ) 


A an 7： ^ • ann : 2 Am 2 / 1x/7+1 

A n cos - ^ + S sin - 1 + - (-1) 

/ / nn 


sm mt 


ann . 2 2 


l 


) -m 


由始值，得 A , 7 =0 


B 


n 


ann 




-\yiAzual 


nn n7T{{an7iY —m 2 l 2 y {annY -vj l I 


2 


2t2 


所以 


v(x’0 = |：{ (H - 咖隱 


(arm) 2 - (ml) 2 


l 


-\) n + l 2 AmH 


hi 


(an7r) 2 - {juiy nrc 


2 


• , • nn 

sm 成 }sm 丁 x 


^ (-1) r • ann ml • , . nn 

2Aml2^- -——— 0 {asm — —t - sm 成 }sin —— x 


n 


=x { ann 、 - ( ml ) 


rur 


l 


因此所求解为 


A ^ (_1) 2 

u{x,t) = — xsin 成 + 2Aml/ j 


rf { ann ) 1 - ( ml ) 


n 


2 


r . ann ml . , . rur 

xlasm - 1 - sm rut }sm —— x 

l nt l 
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3. 用分离变量法求下面问题的解 


8 2 u 


< 


8t 


u I 


2 


a 


2 叭麻 


dx 2 


=0 


8 u 

dt 


t=0 


0 


U l^._Q — \i\ .. 1 — 0 




解： 边界条件是齐次的，相应的固有函数为 


H7T 


X n ( x ) = sin — x (n = 1，2,…) 


设 


00 YIJZ 

n=l / 




nn 


将非次项按 { sin -^-4 展开级数，得 


bshx 


ZA(0sin^ 

n=l I 


X 


其中 


fn (0 


2 b 


0 


shxsm^^xdx 

l 


- 1 ) 


n+l 


n 2 7r 2 +/ 2 


2bn/ishl 


将 <; c ，0 = i 7；(0 sii ^ JC 代入原定解问题，得 [(0 满足 


n—\ 


r ；(0 + (^) 2 ^(0 = (- l) w+l 
< / 

7；⑼= 0,7；'0) = 0 

方程的通解为 


2brur 

n 2 7r 2 +1 1 


shl 


T n { t ) 


A n cos^-t + B 

l 


n 


• an7r / 
sin - 1 + { 


2 


2bn7T 


n+\ 


an 7i 


n 2 7r 2 +/ 


2 


(-1 广 Shl 


1 O P)yi tt 

由 7；(0)=0 ，得： A n =-( —— ) 2 - 2 2 jT (- l) n+l shl 

ann n n +/ 

由 7：(0)=0, 得 B , 7 =0 

所以 T n (0 = (丄 ) 2 ^ (- l ) n+1 shl(l - cos ^ 0 

ann n n +/ / 

所求解为 


u(x ， t) 


2bl 


2 


00 


a 1 n 


shfy 


-i) 


n+i 


^ n ( n 2 7 r 2 + l A ) 


2 


^ anK 、 . nrc 
(1 - cos - 1) sin —— x 


l 


l 


4. 用分离变量法求下面问题 的解: 


17 



d 2 u .. du 
—r + 2 b — 

8 t 2 dt 

u L=o = u K=i 


2 d 2 u " 八、 

( " >0) 


0 


u I 


t=0 


h 

— 


du 

dt 


Uo = o 


解： 方程和边界条件都是齐次的。令 

u(x,t) = X (x)T (t) 

代入方程及边界条件，得 


T +2bT X 


a 2 T 


X 


-A 


X( 0 ) = X(l) = 0 


由此得边值问题 


X +AX =0 
X( 0 ) = X(l) = 0 


因此得固有值乂=又 


U7T 


\ 2 


，相应的固有函数为 


X n (x) = sin — x,n- 1,2 


又 ro ) 满足方程 


2 


T +2bT +aAT = 0 


将义=人代入，相应的 r ⑴记作 r ⑴，得 r ⑴满足 


T n+2bT 


arur 




T = 0 


般言之，6很小，即阻尼很小，故通常有 


b 2 < 


ann 


\ 2 


v 


，n = 1，2 


故得通解 


bt 


T n (0 = e~ (A n cosoj n t + B n sin0J n t) 


其中 


CO 


arur 


v 


2 


b 


2 


所以 
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u{x,t) = e~ ht ^ {A n cos co n t + B n sin co n t )sin 


• nn 


n= 


— X 


Za 


.nn 
sm —— x 


再由始值，得 


n- 


Z(-M n +'%)sin 


• nn 


所以 


^ fxsin ^^ C - ir 1 

l 2 i l nn 


B n =^ A n =^- XY - 


CO 


riTTCO 


所求解为 


71 


n °^n 1 


§4 髙维波动方程的柯西问题 


利用泊松公式求解波动方程 


u tt = a (u 


XX +U yy +U zz 


的柯西问题 


u t =o =x +y z 


u t t=o = 0 


解：泊松公式 




u = ——i —— -as> + —— - 

dt 4m M r 4m M r 




Sat 


Sat 


现 


y/ = 0,(/> = x 3 + y 2 z 





—ds 


n 2 tt 


J ^{r,6,(p)r^m6d6d(p I 


r=at 


s 


0 0 


其中 


0(r, 0, cp) = 0(x + rsmO cos cp,y + rsm6 sin cp,z + r cos 0) 


(x + rsin0 cos cpf +(j + sin^sin^) 2 (z + r cos 6) 


^ ^ ^ ^ O O ^ ^2 

+ y z + 3x rsin^cos^ + 3xr sin 汐 cos cp+r sin ^cos cp 


參 9 9 9 

+ 2yzr sin 6^mcp + rz sin 汐 sin (p + y rcosd 


19 



计算 


2 9 3 2 

+ 2yr sin^cos^sin^H-r sin 沒 sin cpcos6 


In 


% 

0(r ， <9, cp)r sin OdOdcp 

% 


0 0 


2k 


J J(x 3 + y 2 z)rsmdd6dy/ = r(x 3 + y 2 z) • 2^(-cos 0) 


0 


0 0 


2 


47rr(x + y z) 


n 271 


_ 

v % 

0 0 


2 2 2 

3x rsindcos(p^ rsin0dM(p = 3x r 


n 2 k 

2 


0 


sin Odd cos cpdcp = 0 

o 


nln 


n 


2k 


0 0 


2 2 2 

3xr sin 汐 cos ^ • r sin OdOdcp = 3xr 


2 


sin Odd cos cpdcp 


o 


0 


3xr 3 [-cos 3 ^-cos • [— + — sin 2^] 
3 2 4 


2^ 

0 


nT/rz 


Axr^jr^ I r 3 sin^cos 3 cp-r^mOdOdcp 


0 0 


71 


2n 


r 


4 


sin 4 Odd 


cos 3 (pd(p = Ajar 


o 


o 


In 


2k 


J ^2yzrsindsincp-rsin6dSd(p = 2yzr 2 sin 2 OdO smcpdcp = 0 


0 0 


0 


0 


2k 


271 


2 


2 


J Jr 2 zsin z ^sin z cp-r^rnddddcp- rz 

0 0 


sin 3 Odd 


sin 2 cpdcp 


o 


o 


=r 


1 3 

z[-cos 6 - cos 6] 




4 


rcr z 


2k 


2k 


J J y 2 r cosd • r sin ddddcp = y 2 r 2 cos d sin Odd ^ d(p = 0 


0 0 


0 


0 


2k 


11 2yr 2 sin6coc6sin(p- -rsinOdOdcp 


0 0 


271 


2yr 


sin 2 0cos0d0 


sin cpdcp = 0 


o 


0 


2tt 


J Jr 3 sin 2 0sin 2 cpcosd - rsinddddcp 


0 0 


2tc 


r 


L 、 


sin 3 6cos 0d6 - 


sin 2 cpdcp = 0 


o 


0 


20 



所以 


—ds 


J J ir 

M 

Sat 


[47rr(x 2 + y 2 z) + 4^r 3 + —7rr 3 z] r=at 




4mt[x 2 + y 2 z + xa 2 t 2 +-a 2 t 2 z\ 


d 1 rrO 

u(x ， y ， z)= — 


dt 4m 


M 

Sat 


r 


d_ 

dt 


[tx 3 +ty 2 z + xa 2 t 3 +-a 2 t 2 z] 


+ y 2 z + 3a z t z x-\-a z t z z 


2.2 


2.2 


即为所求的解。 

2. 试用降维法导出振动方程的达朗贝尔公式。 

解： 三维波动方程的柯西问题 

2 

= a (u + u +u ) 

tt ^ xx yy zz, 

< 

< = 。 = (p(^y^z\u t \ t=0 = (j){x,y,z) 

当 u 不依赖于 x ， y ， 即 u=u(z )， 即得弦振动方程的柯西 问题 : 

U tt = a2 ^zz 

< 

u /=0 =(p(Z)，U t t={) =(/)(z) 


利用泊松公式求解 


u 


4 丄 

dt 4m 




ds) 


r 


4m 




ds 


Sat 


M 

Sat 


r 


因只与 z 有关，故 




ds 




M 

Sat 


r 


Inn 

m 

% 

0 0 


^atco^ <at)2sinM6d(p 


at 


In 7i 


J dcp cp(z + at cos d)at sin 6d6 


0 0 


令 z + at cos = a ，-atsin d = da 


得 




z+at 


M 

Sat 


r 


ds -2n I (p(a)da 


z~at 


所以 


21 



U(Z ， t) 


d 




dt 2a 


z+at 1 z+at 

(p(a)da + — [ (j){a)da 

2a J 


z—at 


z—at 


z+at 


2 


{(p{z + at) + (p{z -at)} + ^ J (j){a)da 


2a 


z-at 


即为达郎贝尔公式。 


3. 


求解平面波动方程的柯西问题 


U tt = a2 { U x X ^ U yy 


li l^_Q —' X 


2 


x + 3；) 


u t 0 


解： 由二维波动方程柯西问题的泊松公 式得: 


u{x,y,t) 


1 

d rr 

-、 

27ia 

dt J,：, 


〆 二 ") 


z 


^a 2 t 2 -(C-xf -(rj-y) 


2 


d;drj 


at 




z 


m 


at 


」 a 2 t 2 ~(C ~ x ) 2 -iji-y) 


2 


d^dri 


> 


d a r 2 r cp{x + r cos d,y + rsind) 


2m dt 


o o 




rdrdO 


r 


2 


又 


(p{x + r cos d,y + rsmd) = {x + r cos) 2 {x + y + 厂 cos d + rsmd) 


x 2 (x+ }；)+ 2x{x+ }；)rcos d + {x+ y)r 2 cos 2 6 
+ x 2 r(cos 沒 + sin 沒 ) + 2xr 2 (cos 沒 + sin ^)cos 0 
r 3 cos 2 ^(cos 0 + sin 6) 


因为 


2k 


In 


In 


co M6 = 0, [si \0d6 = 0, [co § Odd = n 


o 


0 


0 


In 


In 


2k 


sin 汐 cosft/ 汐 = 0, I cos^ Odd = 0, I cos 2 dsmddd = 0 


o 


0 


0 


所以 


at In 

鲁 

0 0 


cp(x-\-r cos d,y + r sin 汐 ) 
^a 2 t 2 -r 2 


rdrdO 


at 

271X 2 (x+ y)f 


rdr 


o 〜 a 2 t 2 -r 2 


at 

+ ;r(3x+ y)j* 


r dr 


o \a 2 t 2 -r 2 


22 



at 



于是 


U 


(x, y, t) 


d 


2tju dt 


2 


2mx 2 (x + y) + — 


\ 

(3-^ +j) 


= X 2 {x -\r y)-\-a 2 t 2 {ix + y) 

即为所求的解。 

4. 求二维波动方程的轴对称解（即二维波动方程的形如 w = u{r,t) 的解， 



a / 又 2 + y 2 ). 


解：解 法一 : 


利用二维波动方程柯西问题的积分表达式 


u[x, yj) 




2m dt 




z 


m 


citt 


」 ( at Y ~{C - x ) 2 : y ) 


2 



vh)d;dri 


z 


m 


att 


V i at y ~(c~ x ) 2 y) 


2 



由于 u 是轴对称的 w = 故其始值只是 r 的函数，， u = l r=0 = (p(r), 

u t Uo = 以 ㈠ ，又 Z ::: 为圆 (（- X ) 2 + (^7 - y ) 2 •记圆上任一点 p ((，/ 7 ) 的矢径为 

P = a /^ 2 + 7 7 2 圆心 MfXy ) 其矢径为 r = Vx 2 + 〆 i^s = +{r/-y ) 2 则由余弦 


定理知， p 1 = r 2 +s 2 - Irscosd , 其中沒为 oM 与 Mp 的夹角。选极坐标 0, 沒）。 


cp(^ r/) = (p(p) = Mr 2 + s 2 -2rscos0 


y/{^, r/) = y/(p)= y/\y r 2 +s 2 - Irscosd 


于是以上公式可写成 


u 


(^yj) 


2m 


d_ 

dt 



at In I / 2 . 2 


- cpvir +5 -2rscos0 


0 0 




sdsdd 


2 -s 2 
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at Ik I / 2 . 2 


- y/Ur + s -2rscosd 


0 0 




sdsdO 


2 -s 2 


由上式右端容易看出，积分结果和 （ r ， 0 有关，因此所得的解为轴对称解，即 


u{r,t) 




lira dt 


己 rat rln 

r)t • 0 • 0 


cp\r 2 +^ 2 +2r^cos^ 




sdsdd 


2 2 


at In 


\\^ r \ + S [- 2rCOSd sdsdO] 


0 0 


vW) 




解 法二： 作变换 x = rcos0，;y = rsin0 .波动方程化为 


d 2 u 2 1 du 


dt 2 (3 厂 2 r dr 


1 

H - 

r 


用分离变量法，令 u(r ， t)=R(r)T(t). 代入方程得 


T + a 2 At = 0 


r 2 R + rR + Xr L R — 0 


2 


解得 : 


T{t) = A x co 拟 s i m^fXt 

R(r) = J 0 ( 々 r) 


令 aM =// 叠加得 


oo 


u(r ， 0 = | (A(//) cos a/jt- {- B{ju) sin ajut)J 0 {juy)du 


o 


5 .求解下列柯西问题 


=a 2 (Vu+v”）+ c 2 v 


tt 


V 


t=0 


(pic ， y\ 


dv 

dr 


y) 




cz 


[ 提示：在三维波动方程中，令 u(x, y,z) = e a v(x, yj)] 


cz 


解：令 


u(x,y,zj) = e a v(x, y,t) 


cz 


cz 


则 


U 


tt 


eClV tt^ U xx= eaV x^ U yy 


cz 

e a v 


yy 


c 


2 cz 


U 


zz 2 

a 


e a v 
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代入原问题，得 


U 


tt 


a 2 ( U xx +U yy +U Z z 


cz 


cz 


U 


t=0 


e a (p{x, y),u t 


t=o 


e a y/(x, y) 


u{x, y,z,0 = 4-{ 


dt 4m 


• e a (p{^rj) 


r 


ds) 


s 


M 

at 


4m 




r 


ds 


s 


M 

at 


M 


2 . / 一 _ \ 2 . / ^ _ \ 2 2 > 2 


s：; ： (^-xr+(/7-yr+(^-z) 




at 


M- 


M 


M 


记为上半球， S ：： - 为下半球，为 ^: 在勿 " 平 


上的投影。 


ds 


at 


a 2 t 2 -^-x) 2 -{ri-y) 2 


d^dr/M\ 


e a 〆《， ") 






ds 


s 


M 

at 


r 


s 


M 

at 


-e a cp{^,r/)ds + 
r 






s 


at 


-e a cp{^,rj)ds 
r 


e 


c 

a 


(z^ a 2 t 2 -(rj-y) 


2 


Z 


M 

at 


\ci 2 t 2 - - x) 2 -(r/-y) 


2 


(p{^^)d^dri 


e 


c 

a 


(z-^l a 2 t 2 -(^-x) 2 -(rj-y) 


Z 


M 

at 


yjci 2 t 2 -x) 2 - {r/-y) 


2 


<PH r/)d^drj 


CZ 

2e a 


ch — ^ja 
a 


2.2 


—( 含 一 x) 2 -(r/-y) 


2 


X 


M 

cit 


^ci 2 t 2 -(^-x) 2 - (r/ - y) 


2 


<p^,ri)d^dri 


2.2 ， C _.x2 


ch 」 c t — 


czlnat^^\^ ^ — V— r ) 

a 


2ea n 

0 0 


a 2 t 2 -r 2 


<p{x+r cos 0，y + r sin d)rdrdd 


3 

所以 u(x,y,z) = —{ 


cz In at 


chjc 2 t 2 -( — r) 


2 


e 


dt 2na 


% 

% 


oo 


a 


a 2 t 2 -r 2 


-(p(x + 


r cos 0,y + rsm O)tftf0) 


cz In at 


lira 


e 


a 


% 


0 0 


chJc 2 t 2 -(-r) 2 

a 


^a 2 t 2 -r 2 


y/(x + r cos 0,y + rsm d)rdrdd 


25 



于是 


v ( x ,)；,0 = | 

dt 


In at 


chjc 


2.2 


2m 


- {-r) 

a 


2 


0 0 


a 2 t 2 —r 2 


< p(x + 


+ rcosd.y + r sin 0 ) rdrdd ] + 


2nat 


2na 


chJcY ~(-r) 2 

a 


oo 


a 2 t 2 -r 2 


y/(x + 


+ r cos d,y + r sin O ) rdrd 0 


即为所求的解。 


6. 试用第七段中的方法导出平面齐次波动方程 


U “ = a 2 (〜 + u yy ) + f { x , yj ) 


tt 


在齐次初始条件 


U 


t=0 = ^ U t 


0 


下的求解公式。 

解： 首先证明齐次化 原理： 若 wCx ，}；，0 是定解问题 


2 


tt =a ^ 




W 


t = o = 0 , w t = T f ( x , y , r ) 


I 

的解，则 wO ，; y ，0 = J * w ( x , y , t , r ) dr 即为定解问题 


0 


2 




u 


t=0 




0，w 


0 


的解。 


显然 ， w 


t=0 


0 


du 

dt 


wO , y , t , r ) 


1 

r dw 7 

t 

T - t + 

—— dr = 

— 

% 

( 

dt 

• 

0 


r dw 
dt 


dr 


w 


=T 


0) •所以 


du 

dt 


t=0 


0 


又 


d 2 u _ dw 
~dt^~~8t' T=l 


• d 2 w 


0 


dt 


2 


dr 


26 



d 2 w 

= f ( x , yj )+ —rdr 

i^y 

d 2 u S 2 w d 2 u r 5 2 w 

― 7 = — r dT ,7 = 0 T dT 

dx 2 dx 1 dy 2 dy 2 


因为 w 满足齐次方程，故 u 满足 

St 2 5 jc 2 ay 2 

齐次化原理得证。由齐次方程柯西问题解的泊松公式知 


w(x ， y,t,T) = - — 

乙 n( 


_ /(( W ) _ 

ait-zf -( 7 ]- y ) 


d^drj 


a(t-r) 


所以 


a(t-r) 2 k 


1 l L J LJL 

u { x , yj ) = - — 

2 m i i i 


0 0 


f(x + rcosd,y + rsin 汐, r ) 
Ja 2 (t - t ) 2 - r 2 


rdrdO 


即为所求的解。 


所以 u { x , y , t ) 


a(t-r) r2/r f(x +rCO + rSll0,T) 


2 m J o Jo 


rdrStlr 


a 2 ( t - r ) 2 - r 2 


7. 用降维法来解决上面的问题 
解： 推迟势 


u { x , y , z , t ) 


4 m 


1 

L4/ 

7vnr ^ • • • -v* 


r<at 


其中积分是在以 Cx ， y ， z ) 为中心，故为半径的球体中进行。它是柯西问题 

u tt = a 2 { u xx + u yy + u zz ) + f { x , y , z , t ) 

< 

U t=0 = Q， u t t=0 = ^ 


的解。对于二维问题 M ，/ 皆与 z 无关，故 


U ( x , y , t ) 


4 m 


at /(《，"，，——） 

\\\ - -^dsdr 


0 5 


M- 


其中为以 MCx ，}；，0；) 为中心 r 为半径的球面，即 


dx ) 2 +(/7-; y ) 2 + C 2 


2 


ds 


厂 2 -(^- x ) 2 -( r /- y ) 


d ^ dr / 
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fiht - — 

Cl 

J J ir 



• f - ^+f f - ^ 

J J y* J J rr 

^M+ r ^M- f 


fiht — 


xr V r ~^~ x ) —07—)0 



d 《 dr / 


其中& 分别表的上半球面与下半球面，表示在和77平面上的投影。 


所以 


u ( x , y , t ) 


2 m 


at 瓜",卜一） 

0 如 H - Oj - y ) 2 响 


2 na 


, at r 2 ； r/0 + pcos 沒 ，; y + /?sin 沒，/—— ) 

_!! - 界 t 一~十 


在最外一层积分中，作变量置换，令 （ —— = t ， 即 r = a ((- r)，dr = — adr ，当 r =0 时 

a 

r = t , 当厂=奴时， r = 0 ，得 


1 t a(t-r) 2n 

2m o 


u { x , y , t )= 


f{x + pcosd,y + p sin 6 , r ) 
Ja 2 ( t - r ) 2 - p 2 


pdpdOdr 


即为所求，与 6 题结果一致。 


8. 非齐次方程的柯西问题 


u tt = Au + 2 ( y - t ) 


u t =o = 


°^Lo = x 


yz 


解： 由解的公式得 


u ( x , y , z , t ) 


— ds + 


4 -m J s i r 


\na 


Cl 

JJJ ir 


(a 


r<at 


计算 


n In 



& = J J[(x+ rsin^cos cp ) 2 + (y + rsin^sin cp){z + 厂 cos 汐 )] 




0 0 


7i 2n 


r^mOdOdcp r=/ = 11 ( x 2 + yz + 2 xrsindcoscpr 2 sin 2 ^ cos 2 cp 


0 0 


yr cos 0 -\- zrsindshup + r 2 sind cos 汐 sin cp ) r sin 6 d 6 d ( p \ r=t 
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n 2 k 

J J smdddd(p = Att, 

0 0 


n 2 tc 

J Jsin 2 dcoscpddd(p = 0 

0 0 


n In 


4 


n In 


J Jsin 3 沒 cos 2 cpdddcp - —k, J Jsin^cos6W6W^ = 0 


0 0 


0 0 


所以 


7t27T 


n 2n: 


J Jsin 2 O^mcpdOdcp - 0, J s i 2 i^c ofts \ cpdddcp - 0 


0 0 


oo 


M 


1 ^-ds- 4 m(x 2 + yz) + 昏成 


计算 




dV 


r<t 


r 


2 ( 声 —" + 厂 ) r 2 sin 刪脚 


r<t 


r 


k 2 k 


2 J ^(y + rsindsincp-t + r)r^m6drd0d(p 


00 0 


K 


4^-J J(y-r + r)rsin OdrdO 


00 


所以 


S 7 T 


V 


1 . . 2 r 
-(y-0r +- 

z : 


4 寧 2 」苽 3 . 


0 


u(x, y,z,t) = t(x 2 +yz) + -t ?> + yt 2 --t 3 




t{x 2 + yz + yt) 


即为所求的解。 


§5 能量不等式，波动方程解的唯一和稳定性 

1. 设受摩擦力作用的固定端点的有界弦振动，满足方程 


U tt 


a 2 u 


XX 



证明其能量是减少的，并由此证明方程 

u tt = a2u xx — cu t +/ 

的混合问题解的唯一性以及关于初始条件及自由项的稳定性。 
证：1°首先证明能量是减少。 


能量 



E(t) = I (u? +a 2 u 


2 




)dx 


o 
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dE ( t ) 

dt 


l 


I {2 u t u tt + 2 a 1 u x u Xt )dx 


0 


l 


2[ u t u tt dx -\-2 a 2 [ u x u t I - u t u xx dx \ 
0 0 0 


2 


2 2 

u t { u tt - a u xx )dx + 2 a u x u t 


l 


o 


0 


因弦的两端固定， 


u lx = o = 0 ，w 0,所以 


u t K = o = 


0, u t I 


x—l 


0 


于是 


dE ( t ) 

dt 


2 


2 


u t { u tt - a u xx )dx 


o 


-2 c 


u}dx < 0 (v c > 0) 


0 


因此，随着 r 的增加，是减少的。 


2 - 证明混合问题解的唯一性 


混合问题: 


二 a 2 u xx - cu t +/ 


u K=o = 


0，以 1又=/= 0 


u \ t =0 =( p ( x ), u t \ t =0 = y /( x ) 


设％，％是以上问题的解。令 W = U { — 满足 


能量 


_ 2 

U" — Cl It — CIA t 

“l ； c=0 = 0，“ l ； c=/ = 0 
u ^=o = ^ u t l ， =o= 0 


l 

E ( t ) = J { u ^ + a 2 u^)dx 
0 


当 r = 0,利用初始条件有 w 1纟 = 0= 0,由 M 1^)= 0,得 


u x lf= 0 = 0 


所以 


E (0) = 0 
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又 E(t) 是减少的，故当 f > 0, E{t)< E( 0 ) = 0, 又由 E(t) 的表达式知 E{t) > 0, 

所以 

E(t) = 0 

由此得 w , 三 Q ， iu x 三0,于是得到 

u 三常量 

再由初始条件 w 1 /=0 = 0,得^ 三 0, 因此％ 三 ~即混合问题解的唯一的。 

3' 证明解关于初始条件的稳定性，即对任何& > 0, 可以找到// >0, 只要初始条件之差 
奶 —02, A—A 满足 

II cp x -cp 2 ll L 2< 7,11 cp lx -cp 2x II L 2< 77,11 y/ x -y / 2 \\ L 2<rj 

则始值 咏，％ ) 所对应 的解％ 及 ( p 2 - ) 所对应 的解％ 之差 ％ - w 2 满足 


或 


令 


II — ^2 II ^2 <C £ 


T l 


-u 2 ) 2 dxdt < £ 


00 


L 

E 0 (t ) 二 u 2 (x ， t)dx 


dE 0 (t) 

dt 


l l 

f 2 r . f 


2 u -u t dx < u 2 dx+ u^dx 

% 


即 


积分得 



(0 + E(t) 


響 — e - t _ 


t 


E 0 (t) < e f E 0 {G) + e e~ T E{r)dr 


t 


又£(为仝 £(0) ，所以 


E 0 (t) < eE 0 {G) + eE 0 {Q)^e~ T dr 


0 


即 


£ 0 ( 0<^£ 0 (0 + (^- 1 )^( 0 ) 


记歹 = 奶 一= A _ Y 2 ，贝 1 = 叫 一 w 2 满足 
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u tt = a 2 u xx -cu 


<U K=0 = 




0 


0 , w \ x=t =o 

帝， U t \ t 




则相对应地有 


E 0 (0) 


•/ 

o 


2 


扩 dx 


E{G) = (y/ 2 + a 2 (p x 2 )dx 


故若 



n 、 

2 

n \ 

m 

歹 L 2 = 

cp 2 dx 

、0 J 

<77 (f) x l2 = 

cp x idx 

、o ) 


2 


<// 


V 


L 2 


y/ 2 dx 


VO 


2 


<77 


则 


E 0 (0)<T] 2 ,E(0)<(l + a 



2 L 2 


于是 


U 


2 


L 2 


Eo ( t ) 


> 



e l + \e L - Wl + a 2 )\n 2 < s 2 ( 对任何 t) 


即 


u 


L 2 


< £ 


或 


T l 


I ^u 2 dxdt 


voo 


2 


<V 


T 


—l)(l + ^^ dt 



VO 


2 


< £ 


4° 解关于自由的稳定性 


设^(^：，0满足 


u 


2 


tt — a u xx ~ cu t + fl 


< 


满足 


< 


u 

x=0 

u 

t=0 

tt : 

= a' 

u 

=0 = 





0, w l ^ = / = o 

lf =0 = V 


2 


U++ = CL U xx — CUt + f2 


0,W I 


x—l 


0 


则 M 


u 


u 2 满足 


1^=0 = V 

u tt = a 2 u xx — cu t + U \_ f 2) 


u K=o = 


0 ，“ l ； c=/ = o 
u l ，= o = 0, a 0 


今建立有外力作用时的量不等式 (i 己 / = /； -/ 2 ) 
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剛 =J( 


2 2 2 
u t +a u x 


^dx 


瘦 2f“ … 2 ¥> 

dt 


2 u t {u 


tt — a u xx 


)ix 


1( 


2 - cu, +u 


f]dx 


:- = a u xx~ cu t + 


f) 


ILL 

< 2 u t fdx < I u t 2 dx-\- ^ f 2 dx < E{t)-\- F(t) 


L 

其中 F ( r ) = J 7 2 屯故 


t 


E{t)< Ei^je 1 + e f [e^ F{r)dT 


又五⑼二。(由始值)，所以 


t 


t 


E{t)<e\e~ T F{r)d 


V 

dr f 2 dx 


< e 


± i 

||/ 2 dxdt 


K 2 e 


oo 


由 3° 中证明，知 


£ 0 (^<^£ 0 (0) + 


t 


T 


E{r)dr 


而五。⑼ = 0( 由始值)故 


t 


t 


Eo ( t ) 


% 


t <e 


' K 2 dz 

% 


teK 


JL JL 

E 0 {t)dt = K 2 te f dt = K 



l> r +l 


33 



T l 


因此，当 K= \\\f 2 dxdt<ri M\ 


00 


T l 


11 u 0 2 dxdt < (T - l)e T +1 < 6* 


00 


T T 

亦即 ' \t(fi-f2) 2 dxdt<i 7 ,W\ WAu, 


u 2 ) 2 d 


<s 。 即解关于自由项是稳定的。 


2. 证明如果函数 /U ， 0 在 G: 0<x<l , 作微小改变时，方程 


d 2 u 5 f du^ 

k(x)—~ - qu + f (x,t) 

dt oxy dxj 

( k(x) >0, q > 0 和 /(xi) 都是一些充分光滑的函数）满足固定端点边界条件的混合问题 
的解在 G 内的改变也是很微小的。 


u tt =(k(x)u x ) x -qu + f 


证：只须证明，当 / 很小时，则问题 

u k = o = 0, \ t= r 


的解 ^ 也很小（按绝对 


值）。 


考虑能量 


2 2 2 
E{t) = (u t +k(x)u x + qu )dx 


dE(t) 

dt 


V 

I (2u t u tt + 2k(x)u x u xt + 2quu t )dx 


f 1 } r 

2J u t u tt dx + < 2k(x)u x u t 1-2 u t {k{x)u x ) X dx> + ^ quu t dx 


由边界条件 


所 

dE(t) 

dt 


It Q — 0 ? = 0 ，故 w 广 I 


0 ， “/ l ； c=/ 


o 



V V V V 

2 u t (u tt ~(k(x)u x ) x +qu)dx = 2 u t - f(x,t)dx < ^u t 2 dx + ^ f 2 dx 


V 

又由于灸 ( 又） >0 ， q >0 , 故 | 〜 2 ^< 五⑴，即 


dE(t) 

dt 


< E{t) + f 2 dx 
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或 


d 


i 


dt 0 


记 


m 


f 2 dx 


0 


得 


E { t )< E (0 )e 


e^ T F{T)dr 


o 


由初始条件 


u ^t=o = ^ y u t Im)= 0 ， 


又因 u \ t =0 = Q , 得〜 1^)=0, 故五 (0) = 0， 即 r F ( r ) 心 


o 


若 / 很小，即|/|</7,则/ 2 </7 2 ,故 


F ( t ) < f r/ 2 dr = r/ 2 l 


0 


l 


E ( t )<7] 2 l\e 


r ~ T dz = " 2 /0’ -1) < j ] 2 l ( e T - l ) = s 2 


o 


即在 [0 T ] 中任一时刻 h 当 |/| 很小时， E { t ) < s 2 , 又五0)中积分号下每一项皆为非负的 


故 


I 


^ k { x ) u^dx < £ 2 (对 [0,7] 中任一时刻，）今对 0< x </， 0 <t <T f 


0 


估计 u ( x , t ) 


o 


因为 


u ( x , t ) - u (0, t ) 


X 


0 


du 

dx 


dx 


X 


< 


0 


du 

dx 


dx < 


o 


du 

dx 


dx ， 应用布尼亚科夫斯基不等式 


可以得到 


0 


du 

dx 


l 


dx 


o 


拟 X) 




du 

dx 


l 


l 


dx < 1 1 k { x)~ l dx ^ k ( x ) u x 2 dx 


2 


0 


0 


> 


<Ks 


i 


其中 


K 2 =^ k ( x)~ l dx (因 yt (; c )>0 且充分光滑) 


0 


即 


\ u ( x , t )- u (0, t ) < K s 


又由边界条件 u (0. t ) = 0 ， 得 u ( x ， t ) SK.s 

即当 0< x </， 0< t<T , 有 bCx ，/ 1 ) 很小，得证。 
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3 . 证明波动方程 

u tt= a 2 ( u xx +u yy) + /<> ，又 0 

的自由项 / 中在乙 2 (/0 意义下作微小改变时，对应的柯西问题的解 M 在 L 2 C/0 意义之下改 
变也是微小的。 

证： 研究过 (JC 。， y 。， 芒）的特征锥尺 

a 

(x-x 0 ) 2 + (y~ Jo) 2 - (R - at) 2 
令 r = r 截尺，得截面 D,, 在上研究 能量： 


E(n t ) 


2 2 
[u t +a (u 


2 


2 

+ u v )]dxdy 


X 


y 


Q 


R-at2m 


[u t 2 + a 2 (u x 2 + u } 2 )]dsdr (r 二 J (x _ x 0 ) 2 + (y - y 0 ) 2 


0 0 


dE(Q t ) 

dt 


R_at 27ir 

p p 9 r 2 ? 2 2 

2 I I [u t u tt + a (u x u xt +u y u yt )]dsdt - a [u t +a {u x +u y )]ds 
oo r 


其中 r, 为的边界曲线。再利用奥氏公式，得 


dE(Q t ) 

dt 


R-at 27rr 




2 I I u A u tt ~ a 2 ( u 


xx . u yy )]dsdt 


o o 


+ 2 


• I 2 2 2 2 2 

a [u x u t cos(n,x) + u y u t cos(n,y)] - [u t +a (u x +u y )] \ds 


R-atljrr 


p 2 9 

2 J u t f(x, y”t 、 dsdr- a [(au x -u t cos(n, x)) + (au y -u t cos(n, y)) ]ds 


0 0 


Q 


因为第二项是非正的，故 

dE(t) 


R-at 2m 


dt 


R-at 27rr R-at Ittt 

2 
U 


< 2 j j u t fdsdr < | u t 2 dsdr+ | | f 2 dsdr 


0 0 


0 0 


0 0 


所以 


dE{i) 

d^ t 


<E(Q t ) + \\ f 2 dxdy 


Q 
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令 


F(t)= f 2 dxdy 


Q 


上式可写成 


哪 e - t m 


即 


即 


研究 


E(Cl t ) < E(Cl 0 )e 


e^F^dr 


0 


t 


< EiCl^e 1 J| f 2 dxdydr 


OQ 


R 


a 


< £ ， (Q 0 )^ r + J* JJ f 2 dxdydt 


OQ 


啦 ㈣ 


2 


dxdydt 


K 


E 0 (f2 t )= ff u 2 {x,y,t)dxdy 


a 


dE 0 {fl t ) 


dt 


2 


uu^dxdy -a 


u 2 ds 


Q 


r, 


<2 


uu^dxdy < || u 2 dxdy 



u 


^ dxdy 


Q 


Q 


Q 


< 


五 0(Q ，） +£ tA) 


所以 


五 o ㈣ )-^0 


0 



e^Eifl^r 


0 


t 


< 


£ 0 (Q 0 y+ j^£(q 0 )j 


T + 


e 


o 


o 




2 


dxdydt 


K 


dr 


EqIQq^ +te r E(Q 0 )+te 


2 


dxdydt 


K 


为证明柯西问题的解的关于自由项的稳定性，只须证明柯西问题 


u 


U 


tt — a (“ xx + 以 yy )+/(x, y,t) 


，=o = 0, 


u 


t=0 


0 
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f 


L\K) 


2 


f dxdydt 


K 


很小”时，则解 w 的模 


u 


L\K) 


也“很小 


此时，由始值 M 


t-0 


0 ，而由于 ^ 


0 得 


u 


x 


，=o = 0, 


u 


y 


t=o 


0 


所以 


£(^!。 ) = 0 ， 五。 (Do) = 0 ，即 


E 0 {fl t )< te f fff f 2 dxdydt = te l f 


2 


K 


雄 ) 


R 


R 


U 


^ ⑻ =1 五 o ( ❹哺§(幻|心 


0 


0 


2 l\k) 


R 


R R 


_ ^ — ^ 

a 


v 


2 


2 


雄 ) 


故任给 r >0 ，当 / 


2 


£ 


雄 ) ，则 


U 


L 2 ⑷ 


<6 得证 


4. 固定端点有界弦的自由振动可以分解成各种不同固有频率的驻波 ( 谐波 ) 的迭加。 
试计算各个驻波的动能和位能，并证明弦振动的总能量等于各个驻波能量的迭加。这个物理 
性质对应的数学事实是什么？ 

解： 固定端点有界弦的自由振动，其解为 


u 


Z 


u 


n 


n 


Z 


n=l^ 


A ann ^ . ann 

A n cos - 1 + B n sin - 

/ / 




.rur 
sm —— x 


每一个 l 是一个驻波，将 k 的总能量记作位能记作 V ，动能记作/则 


2 


n 


^a 2 u 2 nx dx = a 2 


0 


0 


A an 71 ^ . ariT ： 

A n cos - t^B n sm - 

n l n l 


nn 


\2 


cos2 f xdx 


2 


an 7i 


A ann ^ . ann 

A n cos 1 + B n sm 

l l 


2 


2 


i 


o 


2 


K n = I u nt dx 


21 


an 7i 


o 


▲ . ann ^ ann 

A n sm - 1 + B n cos - 

tL 7 ft 7 


、2 


sin2 T xdx 


2 


ann 


▲ . ann ^ ann 

A n sin - 1 + B n cos - 


2 


2 



2 


总能量 


E. =V.+K 


( 册 ; T) I A 2 . r,2 


21 


+ B 


由此知 ^ 与，无关，即能量守恒， E n (t)=E n (o) 


现在计算弦振动的总能量，由于自由振动能量守恒，故总能量亦满足守恒定律 


即 


E(t) 


1 



2 2 2 
u t + a u x 



雄 ) 


o 


即 




2 2 2 
u t + a u x 


t=O dx 


o 


又由分离变量法， A m 、 由始值决定，且 


u 


t=0 


Za 


.UK 

sin —— 


E ann ^ . nn 

—-B n sm —x 


所以 


•u? 


o t=0 


7 r ann ^ • nn 、 ann ^ • nn \ 飞 

ax = \ (2^ - B n sin —— x) • (^ - B n sin —— x)dx 

0 n=l ^ I m=l I I 


利用 x 卜在 [0 ， /] 上的正交性，得 

I 


•u? 


0 




同理 


•u 1 


x 


dx 


o 


t=0 


0 


Z H7T A H7T 

-r A n cos — x 


Z mTT A mn 
丁 A w cos —— x 


\m=l 


l 



2 




所以 


E(d 


2 


撕 ) «A 2 + fi 2 


21 


He 


即总能量等于各个驻波能量之和。 

这个物理性质所对应的数学意义说明线性齐次方程在齐次边界知件下，不仅解〃具有可 


加性，而且 (" ％ 2 办及 仍具有可加性。这是由于 


0 


0 


Y]jr 

sin —— x 卜的正交性所决定的。 


2 


2 


5. 在 ^^^ ， ^/€ 夕的情况下，证明定理 5 ，即证明此时波动方程柯西问题存在着唯一 
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的广义解，并且它在证理4的意义下是稳定的。 

il ： 我们知道当 $ gc 3 ， gc 2 , 则波动方程柯西问题的古典解唯一存在，且在 L 2 C /0 
意义下关于初始条件使稳定的（定理3、 4) 

今炉 GC ' VGC 1 ， 根据维尔斯特拉斯定理，存在{% } ec 3 ，{〜 } ec 2 ， 当 fl ^ OO 时 
%及其一阶偏导数 Pm ，％， 分别一致收敛于叭 A 及一致收敛于 Y 。 

记： 为初始条件的柯西问题的古典解为则^二阶连续可微， 且在 L 2 ( K ) 意 

义下 '关于 是稳定的。{%}，{[}为一致连续序列，自然在 L 2 (^V ( D q :特 征锥 


K 与/ = 0相交截出的圆）意义下为一基本列，即 m，n > TV 时 




L 2 (n 0 ) 


<v ， 


(p 


mx 


(Pn 


x 


伽 n ) 


<77 


^my ~ Vny 


L 2 (nj 




Vm - Vn 




<V 


根据 k } 的稳定性，得 




u 


m 


U 


n 


L \ K ) 


2 

(u m -u n ) dxdydt) 2 < s 


K 


即在 l 2 c / q 意义下为一基本列，根据黎斯一弗歇尔定理，存在唯一的函数 I 使当 


/1—00时 

\ U ~ U n \ L \ K ) 

M 即为对应于初始条件以 V 的柯西问题的广义解。 

现在证明广义解的唯一性。 

若另有 |^} gC 3 Ug C 2 ,当 n —00 时 ( p n ~^( p ，( p nx —( p x ，( p ny —(py 且 


y/ n 是一致的，其所对应的古典解~ -^^(按乙 2 (/0)， Hit u = u , 用反证法， 

若 G 研究序列 


\ 冲 1 ， * * '^PnP n，’ ’ ’ 

⑴ 

〜 … 

⑵ 


则序列 （1) 及其对 dDy 的偏导数仍分别一致收敛于仍序列 （2) 仍为一致收敛于 Y ， 
利用古典解关于初始条件的稳定性，序列 （1) (2) 所对应的古典解序列 


，以2,以2, * • • ，认 , • • • 
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根据黎期弗歇尔定理，按 l 2 CD 意义收敛于唯一的极限函数。与反笑^矛盾。故以上所定义 
的广义解是唯一的。 

若灼 GC 2 ,^ GC 1 , 所对应的广义解 记作％ 又％ GC 2 ,^/ 2 GC 1 所对应的广义解记作 

u 2 ， 即存在{奶^} G G C 2 ，{ p 2w } G C 3 ,{ v 2 „} G C 2 。分别一致收敛于 

( P \ x ,( P \ y ,( P2x ^ ( P2y 贝 U &， ％，所对应的古典解％按乙 2 (欠）意义收敛于所对应 
的古典解％„按 L \ K ) 意义收敛于％ 



U 


2 


2 

L 2 


2 


{u x -u 2 ) dxdydt 


K 


• • • 2 

[(u { ~u ln ) + {u ln -U 2 n ) + (u 2n -u 2 )] dxdydt 

V V • 


K 


i( u l ~ u \n) 2 + ( U ln - u 2n) 2 + ( U 2n ~ u l) 2 +2(^ ~U ln ){u ln ~U 2n ) 
K 


+ 2{u x u ln ){u 2n -U 2 ) + 2{u ln - u 2n )(u 2n -u 2 )]dxdydt 


<3 


[Ol ~ u ln) 2 + ( u ln ~ u 2n) 2 + ( u 2n _U 2 ) 2 ]dxdydt 


K 


3[ 


u l ~ u \n 


2 


L 2 


u \n ~ u 2n 


2 


L 2 


u 2n ~ u 2 


2 


L 2 ] 


(3) 


若 


(Pl~(P2 


邮 n ) 




^Ix ~ ^2x 


L\n 0 ) 


<S , 


(P\y — (Pi 


y 


L\n 0 ) 


<s, 




L\n 0 ) 


< S 。 


则 


Uln 


伽 o ) 


JJ (^Pln _ (fhn) 1 dxdy 


Q 


0 


JJ [((Pin ) + (Pi 12 ) + (02 l2n )] 2 d _ 


Q 


0 


^ 3 [{(P\ n -(Py) 1 +(^i -02) 2 + (^2 _ ^in) 2 ]dxdy 

W % 

2 2 2 
=3 [| 奶 "- 奶 | L 2 (Q 0 ) + ||^i -^ 21 L 2 (Q 0 ) + ||^2 -^2n|| A%)] 

因炉 1"— 炉1， -> ^2 ^ 故当行 >#有|奶/1-炉1|^(^ ) ) < S ，||^-^2|| L 2 (Qo) 
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所以 IKz -<P 2 n\\ 2 L 2 (n 0 ) < 9 s 2 BP \ cp ln -^|| L 2 (Qo) <3^ 

冋理有 ^Plnx ~ ^Plnx _ L 2 ( Q 。）< ， ^Plny ~ ^Plny f(Q ) < ， 

kIn ~ 2n\\U- ( a 0 ) <3S 

由古典解的稳定性，得< 〆 。（当 n > AO 又由广义解的定义知，对 〆 >0, 
当有 

u \ ~ u \n [}(jq <S ， u 2 ~ u 2n L 2 (A：) < 8 

故当 n > maxCA^AO 时，由 （3) 式有 





<3 〆 


即广义解对于初始条件是稳定的 


6. 对弦振动方程的柯西问题建立广义解的定义，并证明在 p ( JC ) 为连续，为可积 


的情形，广义解仍然可以用达朗贝尔公式来给出，因而是连续函数 
解： 由达朗贝尔公式知，当时 


则柯西问题 



%=o = y ^ x 、 


有古典解 M G C 2 . 且 W 关于0， V 是稳定的。 

现在按以下方法来定义广义解。 

给出一对初始函数 e = {cp,y/),(p g c 2 ,y/ g c 1 可以唯的确定一个 w 。函数对 e = (^, y/) 
的全体构成一个空间①，它的元素的模按以下方式来定义，记 0 c ，0 的依赖区域为 
X : X- at < x <c + at , 记尤为区域： x-at <x <c + at ,0 < t f <t , 则 w 在 AT 上的值仅 


依赖于 X 上函数对的值。今定义 

1馮。 = 腿(1七；0桃 2 ( ；0) 

则 o 构成一个线性赋范空间，其中任意两个元素 

^1 =( 约，妁 ），^2 =(^ 2 ^ 2 ) 

的距离为 r (^,^ 2 ) = max (|| 的 -^ 2 || L 2 (x) ^|ki _ ^ 2 || L 2 (X) ) 

①中任一元素对应一个解^是尺中二阶连续可微函数，它的全体也构成一个函数空间，记 
为 Y ，其模定义为1^1^^ ,二元素％的距离为||~ 的关系可以 
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看成 o 到 V 的一个映象，且根据 M 关于的稳定性知，映象是连续的。 


现将①完备化，考虑 O 中任一基本列 W = ，满足则 

{rUi} 在 x 中按 l 2 po 模成为基本列，由黎斯一弗歇尔定理，存在着极限元素 


{% ，％ } 即 Iki _>0 ，lkn ~Al 2 (X) ^0 将 e 添入①且定义 e = {%,%} 的 


模为 


^ O = lim ^ o 

n^>co 


则①为一完备空间 

又为基本列，则所对应的也是一个 l 2 c/q 中的基本列（稳定性），再根据黎 


斯一弗歇尔定理，存在着唯一的极限元素 wgL 2 (70 ，^就称为对应于初始条件 


{<p n ， ¥ n } 的弦振动方程柯西问题的广义解。 


若 p(x) 连续，则存在仏⑶ ^^ 且仏⑺一致收敛于 〆X) ，又 vO) 可积则必 L 可积， 


因此对任意的 ^ > 0 存在连续函数,使得 


離 

y/{x)- y/ G (x)dx 


< £ 


又 


J y/{x)dx - JVo W < YW - Yo W 办 


< £ 


x 


X 


X 


再由维尔斯特拉斯定理知存在当 n — cx) 时一致收敛于％ O) ， 即任给 〆>0, 


当行 > 7V(〆 ） 时 


y/ n (x) - y/ 0 (x) < £ 


• A 

于是 Vn W — yAx) dx S y/ n (x)- y/ 0 (x) dx + y/ 0 (x) - y/(x) dx 

v v v 


<S r M ~\~£ = £ 


当 n > N(s f ) 


即当 n>7V(f ") 时 


y/ n (x)dx - I y/{x)dx < y/ n (x) - y/{x) dx< s 


亦即收敛于 cp{x)dx 


X 


X 
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对于％ ( X ) gc 2 ， ( p n ( x ) GC l , 由达朗贝尔公式得， 


u nM = ~( ( Pn( x+at ) +( Pn( x ~ at )) 


x+at 


2 


2 a 


cp n { cc)da 


x-at 


x+at 


x+at 


令 fi — oo ， 由于- > p ， ( p n { d)dd 


中 Md 


a 


cp { a)da , 则〜是收敛 

% 


X 


x_at 


x_at 


的，记其极限函数为得广 义解: 


U 


{ x , t ) = 


2 


( cp(x + at ) + ( p { x - 




2 a 


x+at 

cp { a)da 

% 

x-at 


x+at 

又连续。可积，则也连续，故<1，0为连续函数。即得所证。 

x-at 
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